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Exercice 1
Dans 'espace muni d’un repere orthonormé direct (O; Z, f; E), on considere les points :
A(1;1;0),  B(0;2;0),  €(0;03)

1. Montrer que zﬁ A z@ =3+ 3}—1— 215, puis en déduire que 3z 4+ 3y + 2z =6 = 0 est une
équation cartésienne du plan (ABC).

|AB A AC
lAC]
3. Soit (D) la droite passant par C et de vecteur directeur «(1;1; —3).

puis en déduire la distance du point-B & la droite (AC).

Montrer que (D) est perpendiculaire a (AB).
4. Soient :
(P) le plan d’équation 2z +y—2z+1=0
(Sa) la sphere d’équation 2> + 92 + 22 —z — 2y + 2 —a=0 ol a € R},

a) Déterminer le rayon de (S, ) et les coordonnées de son centre (2 en fonction de a.
b) Trouver a pour que (P) soit tangent a (S,).
c¢) Déterminer le point de eontact entre (S,) et (P).

Exercice 2

Partie 1

On considére la suite numérique (uy,),>o définie par :

Wl N

Ug =
4u, — 1 i neN

C Qu, +1

un—i—l

1. Montrer par récurrence que (Vn € N) :

2. a) Montrer que :

puis déduire que (uy),>0 est croissante.
b) Déduire que (uy),>0 est convergente.
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3. Montrer que pour tout n € N :
6
11— Un+1 S ?(1 - un)

(Remarquer que w,, > 5)

Déduire que pour tout n € N :

puis déduire la limite de (uy,)n>0.

Partie II
On considere la suite numérique (v,,) définie par :

o Uup— 1
© 2u, — 1

(Vn € N) : v,

2
1. Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison g = 3

2. Ecrire v,, puis u,, en fonction de n.

Exercice 3

1. Etude du polynéme complexe

a) Vérifier que z = 2 est solution de P(z) =0 ou :
P(z)=2"—2(vV24+1)22 +4(1 + V2)z — 8
b) Déterminer « et (3 tels que :
P(z) = (z — 2)(2* + az + B)

¢) Avec @ = =2v/2 et § = 4, résoudre P(z) = 0.

2. Géométrie dans le plan complexe

b—a
Affixes :a=2,b=+v2+iv2,d=2—2+i(v/2—2)

b) Ecrire b sous forme trigonométrique.

= 4, puis déduire la nature du triangle ABD.

a) Montrer que

¢) Montrer que :

puis déduire que :

d) Ecrire ¢ sous forme algébrique, puis montrer que :
tan (g) =v2-1

2
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3. Transformations géométriques
a) Montrer que C est I'image de A par la translation de vecteur OB.

c=2 (eﬁ" + e%)

b) Démontrer que OACB est un losange.

™
4. Vérifier que D est I'image de B par la rotation de centre A et d’angle 5
5. Déterminer ’ensemble des points M(z) vérifiant :

|z —d| =a

Exercice 4

Un sac contient 8 boules indiscernables au toucher :
3 boules rouges numérotées 0, 1, 1
3 boules vertes numérotées 0, 1, 2
2 boules blanches numérotées 0, 1
On tire simultanément 3 boules du sac.
1. Soient les événements :
A : 7Obtenir trois boules de couleurs différentes”
B : 7Obtenir trois boules portant le numéro 0”
a) Calculer P(A), P(B) et P(AN B), puis en déduire P(A U B).
b) Les événements A et B sont-ils indépendants ? Justifier.
2. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules portant le numéro 1 parmi les trois
boules tirées.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Calculer I'espérance mathématique de X.

PROBLEM

Partie 1
Soit ¢ une fonetion définie sur I =|0; +o00| par :

2nz—2zr—1
g(r) =

xr2

1. Calculer lim g(z) et lim g(z).

T—+00 z—07F

2?42 +2

2. Montrer que Vz € I, ¢'(x) 2
x

, puis dresser le tableau de variations de g.

3. a) Montrer que 'équation g(z) = 0 admet une solution unique « sur I, et que :

b) Montrer que :
g(x) > 0 pour tout z €]a; +00]
g(z) < 0 pour tout z €]0; o
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Partie 11

Soit f une fonction définie sur I =]0; 00| par :
l—zha
r)=—"—
flw)=—21
Soit (C}) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; ;7).

1. Calculer lim+ f(x) et interpréter géométriquement le résultat.
z—0

2. Montrer que lirf f(z) = 0 et interpréter géométriquement le résultat.
T—r+00

3. Vérifier que :

20+ 1
In(ar) = o

I+a
f(Oé):— 2 €

4. a) Montrer que Vx € I, f'(z) = e *g(x).
b) Déduire les variations de f sur I et dresser son tablean de variations.
5. Ecrire I'équation de la tangente & (Cy) au point d’abscisse 1.
6. Construire la courbe (CY).
7. Soit A € R tel que A > 3.
a) Montrer que H : x — e 7 Inz est une primitive de f sur I.

b) Calculer I'aire du domaine limité par(C'}), 'axe des abscisses et les droites x = 3 et
T =M\
c¢) Calculer Alim A(N).

—+00

8. On considere la fonction h la restriction de f a Ja, +00[

a) Montrer que h admet une fonction réciproque h~!' définie sur un intervalle J a
déterminer.

b) Dresser le tableau de variations de A~ sur J.

1
c) Calculer f(1) puis montrer-que f~! est dérivable en —.

e
d) Montrer que (f~1) (1) = %6.
Correction
Corrige exercice 1 :
1)
. f0-1 ~1 . [o-1 ~1
AB=|2-1]|=(1], aC=[0o-1]=[-1
0—0 0 3-0 3
ABAC = =1 1 0|= 1(1x3-0x(=1))— 7 (=1x3—0x(=1))+ k (—1x(—1)—(—1x1))
-1 -1 3
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—37 +37 12k =|37 +37 +2%

Equation du plan (ABC) : Le vecteur normal est 77 = 37 +37 +2k. En utilisant le
point A(1,1,0) :

3z —1)+3(y—1)+2(2-0)=0=[3r+3y+2:-6=0

2)
AB A AC V313222 2 [2
d(B,AC):“ LC”: 32432+ _ V22 _ 2 5
IAC| VEDPH (12432 vin V1
3)
1
La droite (D) passe par C(0,0,3) et a pour vecteur directeur @ = | 1
-3
—_ _1
Vecteur directeur de (AB) : AB= | 1
0

Produit scalaire :

e

AB -

=l

=(-1)x14+1x140x(=3)=—-1+14+0=0

Donc | (D) L (AB)|.

4)
a) Centre et rayon de la sphére :

5
mQ—x+y2—2y+22:a—1

Mise sous forme canonique :

>
:1:2—:)3+y2—2y+22:oz—1

1 5 1
(a:z—zr%—z)+(y2—2y+1)+22:a—1+1~|—1

1 ? 2 2
T3 +y—1)7+2=a

1
Centre : |2 (5, 1,0) , Rayon : | v

b) Distance de Q a (P) :

g 2x541-2x0+1] 3
CVZrr+ (22 3

Condition de tangence : d = R =

=1
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¢) Droite normale passant par €2 :

x:%—i—Qt
y=1+1
z=—2t

Intersection avec (P) :

1 1

Point de contact :

Corrige exercice 2 :

Partie I :

[\]

2 1
1. : Initialisation : Pour n = 0, ug = 3 vérifie bien 3 < 3 < 1.
1
Hérédité : Supposons 3 < u, <1 pour un n €N. Alors :

1 dup—1 1 3(2u, —1) 1

n - 3 = ——=————2>0 n2_7

Unt1 T 5 T 0 12 2@, k1) 20 (a2 )
du, — 1 2(thy, = 1)

nt1 — 1= —1=——=<0 n < 1).

it 2y + 1 2u, 71 =0 (arum <)

1
Ainsi, 5 < Upyr < 1.

1
Conclusion : |Vn € N, 3 <u,<I1

2.
a) Vn e N :
du,, — 1
un+1_un:2u +1_un
~Auy — 1= un(2u, + 1)
2u, +1
_4un—1—2ufb—un
2u, + 1
_ —2u? 4 3u, — 1
N 2u, + 1
B (uy — 1)(1 — 2uy,)
B 2u, + 1
n— 1)(1 —2u, 1
un+1—un:(u 2u1(+1 U)ZO (carunzi)

(u,) est croissante
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b) La suite (u,) est croissante et majorée par 1, donc convergente.

a) VneN:
2(1 — uy)

L=t = 2u, + 1

6 2
< ?(1—un) car u, > 3

6
1-— Un+1 S ?(1 — Un>

b) D’apres la question 3.a, on a pour tout n € N :

6
1=ty < ?(1 — Up)

En appliquant cette inégalité de maniere itérative :

| —uy, < <g>n(1—u0)

Comme uy = 2, alors 1 — ug = 3. D’out :

Lorsque n — 400, (%)n — 0, donc :

Partie II : Etude de la suite (v,)

1. Vne N :
U=l -l 2y, 42 2w, -1 2
Unt1 = T 9 Al g — 2 T3 X5 13
Qg — 1 2x Ml 17 Gu,—3 3 2u,—1 3

(v,) est géométrique de raison g = 3

2. Expression des termes :

Uy — 1 Ut 1
B " o0, + 1
W Ul 1-5(3)"
2.+l 1-3(3)"
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Corrige exercice 3 :

1. Etude du polyndome complexe
a) Vérification que z = 2 est solution

On considere le polynome :

P(z) =2 —2(V2+ 1)22 + 4(1 + V2)z — 8
Calculons P(2) :
P2)=8-2(v2+1)x4+4(1+V2) x2—38
=8-8V2-8+8+8V2-38

— (8 —8+8—8)+(—8V2+8V2)
—0

Donc z = 2 est bien une racine de P(z).

b) Détermination de « et

On cherche & factoriser :
P(z) = (z — 2)(2* + az + B)
En développant :

(z—2)(2+az+B) =22 + a2’ + Bz — 2% — 20z — 23
=22+ (@ —2)2" + (B —2a)z — 283

Par identification avec P(z) :

a=2=-2+2+1)
B=2a =4(1+2)
—28 = —8
On obtient :
=4, a=-2V2

c) Résolution de P(z) =0
Avec o = —2v/2 et f =4, 0n a:

P(z) = (z—2)(z2 = 2v22+4) = 0

Les solutions sont :
z2—2=0=2z=2
22— 2/224+4=0

Résolvons ’équation quadratique :
A=(2V2)?%?-16=8—16= -8

zzwz\/ﬁii\@
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2. Géométrie dans le plan complexe
a) Nature du triangle ABD
Aveca=2,b=+2+iV2,d=2—-V2+i(vV2-2).
—a

Calculons

— a :

d—a=—V2+i(V2-2)
b—a=+vV2-2+iV2

Simplifions le rapport :

d—a_—\/§+i(\/§—2)

b—a (Vi-2)+ivE

Ceci montre que :
— |d — a] = |b — a|] (méme module)
— L’angle entre AB et AD est /2

Donc le triangle ABD est rectangle isocele en A.

b) Forme trigonométrique de b
2 2 o
b=VZ+iv2=2 (§+§> —2¢'%

c) Démonstration de I’égalité

Montrons que : ‘ ' . '
1 +€zrr/4 I (e—wr/8 +ez7r/8) ez7r/8

Développons le membre droit :
(2 €OS (Z)) e™/® = 9 cos (E> /8
8 8

T eim/d _ em/g(e—m/s i em/s) — 9 cos (g) oim/8
Donc :

c=2(1+e™*) = 4cos (g) eim/8

d) Forme algébrique et tangente

o= s (2) o 2) 50 (D)

n (§) = i) 3

Forme algébrique de c :

Pour tan (g) :
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3. Transformations géométriques
a) Translation
Onac= 2(1+ei”/4) = 24+2+4iv2 = a+b. Donc C est bien I'image de A par la translation
de vecteur OB.
b) Losange OACB

Vérifions que :

la] = |b] = 2
e —al = |b| =2
e = b = |a] = 2

Donc OACB est un losange.

4. Rotation
La rotation de centre A d’angle 7/2 transforme B en D :
d=a+ilb—a)=2+i(vV2—2+iV2) =2=V2+i(vV2—-2)

Ce qui correspond bien a I'affixe donné de D.

Corrige exercice 4 :

1. a) Calcul de P(A), P(B), P(AN B) et P(AU B)

Nombre total de tirages possibles :

Evénement A : ”Tirer trois boules de couleurs différentes”

CixCyxCy=3x3x2=18
18 9

P =55 =2

Evénement ‘B : ”Tirer trois boules numérotées 0’

cs=1
1

Evénement AN B : "3 couleurs différentes ET toutes numérotées 07
Seul cas possible

1
P(ANB)=—
(A0B) =75
Calcul de P(AUB) :

9 1 1 9
P(AUB):P(A)+P(B)—P(AHB):%+%_%:%

10
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1. b) Indépendance des événements

Vérifions si P(AN B) = P(A) x P(B) :

donc A et B ne sont pas indépendants

1 9
7 1568

56

X = nombre de boules numérotées 1 parmi les 3 boules tirées.

Valeurs possibles

X €{0,1,2,3}

Calcul des probabilités

Pour X =0: o A |
PX=0)="2=—="-
( ) 56 56 14
Pour X =1: e Ky
X X6 3
PX:1 = 4 4 g — —
( ) 56 56 7
Pour X =2 - A
P(X =2)= e 4:6X :§
51§) 51§) 7
Pour X =3 o A .
PX=3)=—"2=_=_—
56 56 14
Tableau de la loi de probabilité
X 0112 3
1 1
P ESEER
141717114

Espérance mathématique

1 3 3 1 3
E(X)—Oxﬂ+1x?+2x?+3xﬂ_§—1,5

Corrige de PROBLEM :

Partie 1

1.

a) Limite en +o0 :

11
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T—>+00
. 2
lim — =0
r—+o0 I
. 1
lim — =0
T——+00 [L’z

Donc :

b) Limite en 0% :

2?Inx —2x —1
2

li =1
:ELI(I)1Jr g(x) $i>%1+ xT

lim 2?Inz =0

z—0t
lim (—2z —1) = —1
(720 A
Donc :
I —
fip Y =50
c) Limite en 0F :
2lnx—2z—1
g(z) = o
lim 22lnz =0
z—0F
lim (—22 —1) = —1
b A
I —
o 9| = e
2. Dérivée et tableau de variations
a) Pour tout x de |0; 4o0] :
2 1
e
g(x) =Inzx .
1 2 2
, —_— — JE— E—
g (l’) - T 172 ZL‘S
224 2x+2

Le dénominateur z* > 0 sur I =|0; +oo[ et le numérateur 22 4 2x + 2 a pour discriminant
A =4—8=—4 <0, donc est toujours positif.

2?4 20 +2
==

>0 Veel

g'(z)

12
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b) Tableau de variations :

T 0 +00
g () +
400
g(z) | —oo

3. Equation g(z) =0
a)

— g est continue et strictement croissante sur I (car ¢’ > 0)

BT — —oet 1 —
lim g(z) = —coet lim g(z) = +oo

— D’apres le TVI, I’équation g(z) = 0 admet une unique solution « € [

Encadrement de « :

Calculons :
531
— | = ¢g(2.55) = —0.02 < 0
9(20) 9(2.55)
64
— | =9(3.2) = 0.05 >0
9(20) 9(3.2)
511 < 64
20 ¢S 90

b) Signe de g :
Comme g est strictement croissante avec g(a) =0 :

g(z) <0 pour tout z €]0; o]
g(x)> 0 pour tout = €]a;+o0|

Partie 11

1. Limite en 0"

l—xzlnzx
r)=——
fla) = ——
lim (1—zlnz)=1 et lim ze*=0"
z—07t z—0t
lim f(x) =400
z—07F f( )
Asymptote verticale en x = 0.
2. Limite en +o0
Par croissance comparée :
1
lim 28 = 0= lim flz)=0
r—+oo eT T—+00

Asymptote horizontale y = 0.

13
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— Ona:

gla) =0=

Eton a:

4. Dérivée et variations

4.a) Calcul de f'(z)

a?

lna—?a—l_

= a?

o? =0

Ina=2a+1

lna =

200 + 1
a2

1

xre*

(

) -(

Inz

eCC

|

1+ %—lnx

12

z?lnx

e:l‘

elL’
— 2z —1

T

26117

“Tg(x)

4.b) Tableau de variations

5. Tangente en x = 1
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2.5

15

0.5

F1GURE 1 — la courbe de la fonction f

7. Calcul d’aire

7.a) On calcule la dérivée de H :

l—zlnzx

Ainsi, on a bien :

H'(z) = f(x) pour tout x € I

7.b) L’aire A(\) est donnée par :

/3 f(z)dx
A

= —[H()]

= —e¢*InA+e3In3

A(N) =

AN = (—e*nA+e?In3) cm?

15
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7.c) Limite de Paire Calculons la limite quand A — 400 :

lim A(\) = lim (—e *InA+e?n3)

A——+00 A—+00
InA InA1l
=—-0+e?In3 care_)‘ln)\:n—/\:n——A_H)
e T e
x
In3
T8
. In3
Jdm AN =75 em

8.

8.a) Existence de la fonction réciproque La fonction h est :
strictement croissante sur |a, +oo|
il est continue sur Ja, +00|
Donc il exist fonction réciproque. Son image est :

J=|lim h(z), lim h(x){:]h(a),O[

z—at T—4-00

1+a

avec h(a) =

a2

14+«
h™! existe et est définie sur J = } L e, 0[

8.b) Tableau de variations de ="' Comme h est croissante sur |a, 400, sa réciproque ™!
sera également croissante sur J.

i y)| o« S +o0

8.c) Dérivabilité de /= On a:

Donc f~1 (%) = 1.

3 1
La fonction f est dérivable en 1 avec f'(1) = —= # 0, donc f~! est dérivable en —.
e e

8.d) Calcul de la dérivée

RIORTEE




